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Resumen
El problema que aqu´ı consideramos es un modelo matema´tico sobre las vibraciones
de un cuerpo que contienen en su interior una regio´n de pequen˜o espesor O(ε) limitada
por dos planos paralelos y en donde la densidad es de orden O(ε−m) con m > 1. Fuera
de dicha regio´n, denominada masa concentrada sobre una superficie, la densidad es
de orden O(1). En [4] describimos el comportamiento asinto´tico, cuando ε tiende a
cero, de los valores propios de orden O(εm−1) del problema espectral asociado, bajas
frecuencias. Aqu´ı, caracterizamos comportamientos l´ımites de frecuencias propias de
otros o´rdenes de magnitud ma´s grandes, las denominadas altas o medias frecuencias.
1. Introduccio´n y planteamiento del problema
Sea Ω un dominio acotado de R3 con frontera lipschitziana ∂Ω. Supondremos que Ω
queda dividido en dos partes Ω+ y Ω− por la superficie γ, esto es, Ω = Ω+ ∪ Ω− ∪ γ.
Para simplificar, supondremos que el plano {x3 = 0} corta a Ω y que γ = Ω ∩ {x3 = 0};
tambie´n supondremos que Ω tiene forma cil´ındrica en un entorno de la seccio´n γ. Sea ε
un pequen˜o para´metro estrictamente positivo que haremos tender a cero. Denotaremos
por ωε el entorno de γ de espesor ε, esto es ωε = Ω ∩ {|x3| < ε}, y por Ωε el dominio
Ωε = Ω \ ωε (ver Figura 1). Denotaremos por x¯ = (x1, x2) las dos primeras componentes
de un punto gene´rico x = (x1, x2, x3) de R3.
Consideramos en Ω el problema de valores propios:{ −∆uε = λερεuε en Ω,
uε = 0 sobre ∂Ω,
(1)
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Figura 1: Configuracio´n geome´trica.
donde ρε es la funcio´n densidad
ρε(x) =
{
p si x ∈ Ωε ,
qε−m si x ∈ ωε ,
con m un para´metro positivo, y p y q constantes positivas. Este problema esta´ asociado
con las vibraciones de un sistema compuesto por un cuerpo que contiene en su interior
una regio´n muy delgada donde la densidad es mucho mayor que en el resto, la denominada
masa concentrada sobre una superficie.
La formulacio´n variacional del problema (1) es: Hallar λε y uε ∈ H10 (Ω), uε 6= 0,
verificando∫
Ω










∀v ∈ H10 (Ω). (2)
Para cada ε > 0 fijo, el problema (2) es un problema de valores propios esta´ndar para un
operador positivo, autoadjunto y con resolvente compacta. Sea
0 < λε1 ≤ λε2 ≤ · · · ≤ λεi ≤ · · · i→∞−−−−−→∞,
la sucesio´n creciente de valores propios de dicho problema espectral con el convenio cla´sico
de repeticio´n de cada valor propio tantas veces como su multiplicidad. Sea {uεi}∞i=1 la
sucesio´n de las correspondientes funciones propias las cuales suponemos forman una base
ortonormal de H10 (Ω), es decir,∫
Ω
∇uεi · ∇uεj dx = δi,j para i, j = 1, 2, . . . . (3)
A trave´s del principio del minimax se obtiene la siguiente acotacio´n de los valores
propios. Para cada i = 1, 2, 3, . . . fijo se tiene que
Cεm−1 ≤ λεi ≤ Ciεm−1 si m > 1 (4)
donde C y Ci son constantes independientes de ε, y Ci →∞ cuando i→∞ (ver [2] para
la demostracio´n en el caso de una membrana).
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La estimacio´n anterior nos permite asegurar que existe un feno´meno de concentracio´n
espectral en el origen. De hecho, teniendo en cuenta la desigualdad (4) y la normalizacio´n
de las funciones propias (3), podemos extraer una subsucesio´n, que seguiremos denotando
por ε, tal que
λεi/ε
m−1 → λ∗i cuando ε→ 0
y
uεi → u∗i de´bilmente en H10 (Ω) cuando ε→ 0
donde λ∗i es cierto nu´mero y u
∗
i es cierta funcio´n de H
1





con un elemento propio de un problema de tipo de Steklov






+ λ 2qu = 0 sobre γ,
u = 0 sobre ∂Ω,
(5)
donde los corchetes indican el salto de la funcio´n y de la derivada en γ, es decir, [v] =
v(x¯, 0+) − v(x¯, 0−) para x¯ ∈ γ. La formulacio´n de´bil de (5) es: Hallar λ y u ∈ H10 (Ω),
u 6= 0, tal que ∫
Ω
∇u · ∇v dx = λ 2
∫
γ
quv dx¯ ∀v ∈ H10 (Ω). (6)
Dicho problema tiene un espectro real, positivo y discreto. Denotamos por
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λi ≤ · · · i→∞−−−−−→∞,
la sucesio´n creciente de valores propios de (6) con el convenio cla´sico de repeticio´n de
valores propios y por {ui}∞i=1 las correspondientes funciones propias.
Adema´s, se tiene el siguiente resultado que garantiza la convergencia de los valores
propios del problema (2), en el rango de las bajas frecuencias, y sus correspondientes
funciones propias al problema l´ımite (6); ve´ase [4] para la demostracio´n:
Teorema 1 Sean λεi los valores propios del problema (2) y u
ε
i las correspondientes fun-
ciones propias tales que ‖∇uεi‖L2(Ω) = 1. Si m > 1, para cada i fijo, la sucesio´n λεi/εm−1
converge, cuando ε → 0, hacia λi, i-e´simo valor propio de (6). Adema´s, para cualquier
valor propio λi de (6) con multiplicidad κ (λi = λi+1 = · · · = λi+κ−1) y para cualquier
funcio´n propia u de (6) asociada a λi tal que ‖∇u‖L2(Ω) = 1, existe una combinacio´n lineal
u˜ε de funciones propias asociadas a {λεk}i+κ−1k=i tal que u˜ε converge hacia u en H1(Ω).
Asimismo, para cada sucesio´n uεi podemos extraer una subsucesio´n, que seguiremos




0 (Ω), donde u
∗
i es una funcio´n propia
de (6) asociada a λi, y {u∗i }∞i=1 forma una base ortonormal del complemento ortogonal de
{v ∈ H10 (Ω) : v|γ = 0} en H10 (Ω).
En la seccio´n 3 caracterizamos los comportamientos l´ımites de frecuencias propias de
otros o´rdenes de magnitud ma´s grandes, i.e., λεi(ε) con i(ε) → ∞ cuando ε → 0. Dada la
variedad de casos que se pueden presentar dependiendo del valor de m, nos centramos en
el caso m = 3.
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Diversos autores han abordado el comportamiento de sistemas vibratorios con masas
concentradas en puntos (cf. [6] para una extensa bibliograf´ıa), mientras que so´lo tenemos
referencia de los trabajos en [1], [2], [5], [4] y [8] relativos a masas concentradas sobre
curvas o superficies. En [1]–[2] se analizan las vibraciones de una membrana cuando m =
3 mientras que en [5] se estudian problemas stiff y se utilizan te´cnicas muy distintas.
Asimismo, en [8] se trata el problema (1) para m = 1.
Con motivo de dar una visio´n general del problema en distintas dimensiones, en la
seccio´n 2 exponemos los resultados para la dimensio´n dos del espacio. Estos resultados
suponen una variante de los obtenidos en colaboracio´n con el Profesor Yu. D. Golovaty,
relacionados con el comportamiento asinto´tico de frecuencias propias medias y altas de
una membrana con una masa concentrada a lo largo de una curva cuando m = 3 (ve´ase
[1] y [2] para ma´s detalles).
2. Caso de una membrana
Para simplificar, consideramos una membrana situada en el dominio rectangular R =
(a, b)× (−L,L) de R2 con a, b, L constantes reales tales que a < b y L > 0. Sea S la curva
{x¯ = (x1, x2) : a < x1 < b , x2 = 0} que divide a R en dos partes R+ y R− (ver Figura 2).
Figura 2: Configuracio´n geome´trica.




p si x¯ ∈ R \ (a, b)× [−ε, ε] ,
qε−3 si x¯ ∈ (a, b)× (−ε, ε) ,
con p y q constantes positivas. Dicho problema esta´ asociado con las vibraciones de una
membrana que contiene en su interior una regio´n muy delgada y pesada alrededor de una
curva.
Para cada ε > 0, el problema anterior tiene un espectro real, positivo y discreto que
denotamos por {λεi}∞i=1. Adema´s, para i fijo, los valores propios λεi , bajas frecuencias,
son de orden O(ε2). No obstante, como ocurre con otros problemas que contienen masas
concentradas (ve´ase, por ejemplo, [7], [3] y [2]), se puede probar que existen sucesiones
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de valores propios λεi(ε) de otros o´rdenes de magnitud ma´s grandes que convergen; deno-
minamos altas frecuencias a los valores propios de orden unidad, λεi(ε) = O(1), y medias
frecuencias a los valores propios de orden O(ε), λεi(ε) = O(ε). Describimos los problemas
l´ımites asociados a dichas frecuencias.

















para k = 0, 1, 2, . . .
y que las correspondientes funciones propias pueden ser elegidas de la forma







para s = 0, 1, 2, . . .
Denotamos por σ+ y σ− las constantes y0,k(1) e y0,k(−1) respectivamente.
De cara a describir las funciones propias asociadas a las medias frcuencias es necesario
introducir el problema de tipo de Steklov
∆u = 0 en R+ ∪R−,










+ λ1 qu|S+ = 0 sobre S,
u = 0 sobre ∂R,
donde f |S+ (f |S−) denota la traza de la funcio´n f definida en R+ (R−) sobre la curva
S. Dicho problema tiene un espectro real, positivo y discreto que converge a infinito. De
hecho, los valores propios coinciden con los de
∆Φ = 0 en R+ ∪R−,











+ λ1 qΦ|S+ = 0 sobre S,
Φ = 0 sobre ∂R,
mientras que las funciones propias esta´n definidas a trave´s de
u(x¯) =
{
σ+Φ(x¯) si x¯ ∈ R+,
σ−Φ(x¯) si x¯ ∈ R−.
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En relacio´n con las altas frecuencias aparece el problema de Dirichlet{
−∆u = λ pu en R+ ∪R−,
u = 0 en ∂R ∪ S.
El espectro de dicho problema es la unio´n de los espectros de dos problemas de Dirichlet,
uno planteado en R+ y el otro planteado en R−.
3. Caso de un cuerpo
La extensio´n de los resultados obtenidos para la membrana con una masa concentrada
en una curva, tanto los relativos a las medias como a las altas frecuencias, al caso de
un cuerpo con una masa concentrada a lo largo de una superficie sera´ objeto de una
publicacio´n posterior.
En este caso, obtenemos que las medias frecuencias esta´n relacionadas con los valores
propios del problema de Neumann (7), siendo necesario recurrir al problema
∆u = 0 en Ω+ ∪ Ω−,










+ λ1 qu|γ+ = 0 sobre γ,
u = 0 sobre ∂Ω,
para describir las correspondientes funciones propias; aqu´ı f |γ+ (f |γ−) denota la traza de
la funcio´n f definida en Ω+ (Ω−) sobre la superficie γ.
Finalmente, las altas frecuencias, valores propios de (1) de orden unidad, esta´n rela-
cionadas con los elementos propios del problema de Dirichlet:{
−∆u = λ pu en Ω+ ∪ Ω−,
u = 0 en ∂Ω ∪ γ.
Agradecimientos
Este trabajo ha sido financiado por el proyecto del MEC MTM2005-07720.
Referencias
[1] Yu. D. Golovaty, D. Go´mez, M. Lobo, and E. Pe´rez. Asymptotics for the eigenelements of vibrating
membranes with very heavy thin inclussions, C. R. Mecanique 330 (2002), 777–782.
[2] Yu. D. Golovaty, D. Go´mez, M. Lobo, and E. Pe´rez. On vibrating membranes with very heavy thin
inclusions, Math. Models Methods Appl. Sci. 14 (2004), 987–1034.
[3] D. Go´mez, M. Lobo, and E. Pe´rez On the eigenfunctions associated with the high frequencies in
systems with a concentrated mass. J. Math. Pures Appl. 78 (1999), 841–865.
[4] D. Go´mez, M. Lobo, and E. Pe´rez. Sobre vibraciones de baja frecuencia de un cuerpo con una masa
concentrada sobre uns superficie, Actas del XIX CEDYA, Universidad Carlos III, 2006.
[5] D. Go´mez, M. Lobo, S. A. Nazarov, and E. Pe´rez. Spectral stiff ptoblems in domains surrounded
by thin bands: asymptotic and uniform estimates for eigenvalues, J. Math. Pures Appl. 85 (2006),
598–632.
6
Vibraciones de un cuerpo con una masa concentrada en una superficie
[6] M. Lobo, and E. Pe´rez. Local problems for vibrating systems with concentrated masses: a review,
C.R. Mecanique, 331 (2003), 303–317.
[7] J. Sanchez-Hubert and E. Sanchez-Palencia. Vibration and Coupling of Continuous Systems. Asymp-
totic Methods. Springer-Verlag, Heidelberg, 1989.
[8] H. Tchatat. Perturbations Spectrales pour des Syste`mes avec Masses Concentre´es, The´se 3eme cycle.
Universite´ Pierre et Marie Curie, Paris VI. Paris, 1984.
7
